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Аннотация 
В работе рассматривается система полулинейных параболических уравнений с многообразием состояний равновесия. Получены 
условия стабилизируемости этого многообразия. 
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1. Введение 
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
𝑑𝑎
𝑑𝑡
= 𝐴(𝑎, 𝑦, 𝑧),
𝑑𝑦
𝑑𝑡
= 𝐵𝑦 + 𝑌(𝑎, 𝑦, 𝑧),
𝑑𝑧
𝑑𝑡
= 𝐶𝑧 + 𝑍(𝑎, 𝑦, 𝑧),
                             (1) 
где 𝑎, 𝐴 ∈ 𝑅𝑙; 𝑦, 𝑌 ∈ 𝑅𝑘 ; 𝑧, 𝑍 ∈ 𝑅𝑚 . Будем считать, что 𝐴(𝑎, 0,0) ≡ 0, 𝑌(𝑎, 0,0) ≡ 0, 𝑍(𝑎, 0,0) ≡ 0. Тогда система (1) имеет 
многообразие состояний равновесия 𝔐 = {(𝑎, 0)|𝑎 ∈ 𝑅𝑙 , 0 ∈ 𝑅𝑘 × 𝑅𝑚}. 
Следуя [1, 2], будем говорить, что многообразие 𝔐 устойчиво по отношению к переменным 𝑥 = (𝑦, 𝑧), если для 
любой точки 𝑎 ∈ 𝑅𝑙 и любой окрестности нуля W фазового пространства 𝑅𝑘 × 𝑅𝑚  можно указать такую окрестность 
нуля 𝑊0 ⊂ 𝑅
𝑘 × 𝑅𝑚 , что для любой точки 𝑥0 = (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑊  соответствующее решение 𝑎 = 𝑎(𝑡, 𝑎0, 𝑥0), 𝑥 =
𝑥(𝑡, 𝑎0, 𝑥0) (𝑎(0, 𝑎0, 𝑥0) = 𝑎0, 𝑥(0, 𝑎0, 𝑥0) = 𝑥0) удовлетворяет соотношению 𝑥 = 𝑥(𝑡, 𝑎0, 𝑥0) ∈ 𝑊 при 𝑡 ≥ 0. 
Будем говорить, что 𝔐 асимптотически устойчиво по отношению к переменным 𝑥 = (𝑦, 𝑧), если оно устойчиво по 
отношению к переменным 𝑥 и, кроме этого, lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡, 𝑎0, 𝑥0) = 0 для всех 𝑥0 ∈ 𝑊. 
Будем говорить, что 𝔐 стабилизируемо, если оно асимптотически устойчиво по отношению к переменным 𝑥 и при 
𝑡 → ∞ {𝑎(𝑡, 𝑎0, 𝑥0), 𝑥(𝑡, 𝑎0, 𝑥0)} стремится к некоторой точке многообразия 𝔐, если 𝑥0 ∈ 𝑊0 . 
М.А. Айзерман и Ф.Р. Гантмахер установили, что состояние равновесия неголономной системы является 
устойчивым, если все корни характеристического уравнения, кроме нулевых корней, число которых равно числу 
уравнений неголономных связей, имеют отрицательные действительные части [3, 4]. Всякое возмущенное движение, 
достаточно близкое к невозмущенному, стремится при 𝑡 → ∞  к одному из возможных установившихся движений, 
принадлежащих указанному многообразию. [5] 
Рассмотрим модель взаимодействия двух популяций микроорганизмов в одномерном случае. Данная система 
основана на уравнениях Фишера-Колмогорова-Петровского-Пискунова. Рассмотрим задачу на промежутке 𝑥 ∈ [0; 1]. 













+ 𝑎2𝑣(𝑥, 𝑡)(1 − 𝑞2𝑢(𝑥, 𝑡))(1 − 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑣(𝑥, 𝑡)),
       (2) 
где a1,a2 - коэффициенты воспроизводства для популяций u и v, соответственно, D1,D2 - коэффициенты диффузии, q1, q2 
− коэффициенты взаимодействия особей разных популяций. 
В качестве граничных условий в данной задаче рассматриваются условия непроницаемости на концах 






















                      (3) 
В качестве начальных условий выбраны непрерывные функции, которые имеют вид: 
𝑢(𝑥, 0) = {
0,9(−5(𝑥 − 1)2 + 1), 𝑢 > 0,
0, 𝑢 ≤ 0;
𝑣(𝑥, 0) = {
0,9(−5𝑥2 + 1), 𝑣 > 0,
0, 𝑣 ≤ 0.
                    (4) 
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2. Численное моделирование 
Для решения задачи (2)-(4) составим явную конечно-разностную схему. Для этого заменим дифференциальные 
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Рис. 1.  График начальных условий для u и v. 
Для решения задачи (5)-(7) была реализована программа в среде Matlab, рассчитывающая значения сеточных 
функций на временном промежутке 0 ≤ t ≤ 600. 
3. Различные случаи 
Рассмотрим случай, когда коэффициенты первого и второго уравнения равны, т. е. 𝑎1 = 𝑎2 = 1,  𝐷1 = 𝐷2 = 0.001,
q1 = q2. Разделяя переменные и решая задачу на собственные числа, найдем значение параметров q1 = q2 = 2, при 
переходе через которое в системе происходит бифуркация. Для иллюстрации данного явления рассмотрим три 
различных случая: 
1. q1 = q2 < 2 
2. q1 = q2 ≈ 2 
3. q1 = q2 > 2 
 
В первом случае траектории системы стремятся к положению равновесия (0,5;0,5), принадлежащему многообразию 
состояний равновесия системы. По теореме Айзермана-Гантмахера, состояние равновесия системы является 
устойчивым. Таким образом, многообразие стабилизируемо. Во втором случае, при переходе через критическое 
значение происходит мягкая потеря устойчивости системы, а в третьем случае можно наблюдать полную потерю 
устойчивости. 
3.1. Случай, когда q1 = q2 < 2. 
Для случая 1, когда q1 = q2 = 1.5, динамика функции u(x,t) представлена на рисунке 2. Динамика для функции v(x,t) 
представлена на рисунке 3. На рисунке 4 представлено решение в конечный момент времени t=600.  
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Рис. 4.  Решение в конечный момент времени t=600 для случая 1. 
3.2. Случай, когда q1 = q2 ≈ 2. 
Для случая 2, когда q1 = q2 = 2.05, динамика функции u(x,t) представлена на рисунке 5. Динамика для функции 
v(x,t) представлена на рисунке 6. На рисунке 7 представлено решение в конечный момент времени t=600. 
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Рис. 7.  Решение в конечный момент времени t=600 для случая 2. 
3.3. Случай, когда q1=q2>2. 
Для случая 3, когда 𝑞1 = 𝑞2 = 2.5, динамика функции u(x,t) представлена на рисунке 8. Динамика для функции v(x,t) 
представлена на рисунке 9. На рисунке 10 представлено решение в конечный момент времени t=600. 
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Рис. 10.  Решение в конечный момент времени t=600 для случая 3. 
4. Заключение 
Таким образом, показано, что при q1 = q2 < 2 многообразие состояний равновесия системы стабилизируется, а при 
переходе через значение коэффициента взаимодействия q1 = q2 = 2 в системе происходит потеря устойчивости. 
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